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Définitions et Notations

Une suite réelle (ot numérique) (up)n>n,, st une application u: N — R qui
associe a tout entier n > ng un réel u(n) que I'on notera u,.

® u, est appelé le terme général de la suite.

® u, est appelé le premier terme.
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Définitions et Notations

Une suite réelle (ot numérique) (up)n>n,, st une application u: N — R qui
associe a tout entier n > ng un réel u(n) que I'on notera u,.

® u, est appelé le terme général de la suite.
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Une suite peut étre définie :
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Définitions et Notations

Une suite réelle (ot numérique) (up)n>n,, st une application u: N — R qui
associe a tout entier n > ng un réel u(n) que I'on notera u,.

® u, est appelé le terme général de la suite.

® u, est appelé le premier terme.

Une suite peut étre définie :

@ Sous forme explicite. Par exemple, la suite de terme général

up=n—2n° pourtout n>1.

© Sous forme récurrentes. Par exemple, la suite définie par

UQI2
2up
U,H_]_:Tuun, nZ].
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Suites arithmétiques-Suites géométriques

Suites arithmétiques

Une suite (u,)nen est appelée une suite arithmétique s'il existe un nombre r
tel que,
VneN, u,1=u,+r uy donné

Le nombre r s'appelle la raison de la suite
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Suites arithmétiques-Suites géométriques

Suites arithmétiques

Une suite (u,)nen est appelée une suite arithmétique s'il existe un nombre r
tel que,
VneN, u,1=u,+r uy donné

Le nombre r s'appelle la raison de la suite

| A

Propriétés
Si (un)nen une suite arithmétique de raison r, alors

® Pourtout n€ N, ona u,=uy+ nr

® D’une maniére générale, pour tout n,p € N u, = u, + (n— p)r.

Exemple : Soit la suite de terme général u, = n.
On a u,11 — u, = 1 donc c’est une suite arithmétique de raison 1.



Suites arithmétiques et Suites géométriques

Suites arithmétiques

Suites arithmétiques

Soit (up)nen une suite arithmétique de raison r alors

(tm + up)

5,,:Zuk:um+um+1+...+u,,:(n—m+1) 5

k=m
Ce qu’'on retient en disant :

premier terme -+ dernier terme
2

Somme de termes = nombre de termes

Exemple : Soit u, = n alors

Sn:Zk:(n+1)(OJ2rn) _ ”(”2“)
k=0




Suites arithmétiques - Suites géométriques

Suites géométriques

Une suite (u,)nen est appelée une suite géométrique s'il existe un nombre g
tel que,
VneN, up1=qu, uy donné

Le nombre g s’appelle la raison de la suite.
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Suites arithmétiques - Suites géométriques

Suites géométriques

Une suite (u,)nen est appelée une suite géométrique s'il existe un nombre g
tel que,
VneN, up1=qu, uy donné

Le nombre g s’appelle la raison de la suite.

| N\

Propriétés
Si (up)nen une suite géométrique de raison g, alors
® Pourtout ne€ N, ona wu,= uq”

® D’une maniere générale, pour tout n,p € N v, = u,q" "

Preuve : Par récurrence on a :

Up = qup—1 = q(qun—2) = q2Un—2 == anO
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Suites arithmétiques- Suites géométriques

Suites géométriques

Soit (u,)nen une suite géométrique de raison g # 1 alors

n
1_
5,,:Zuk:um+um+1—|—...+un:umq—

k=m
Ce qu'on retient en disant :

. nombre de termes
1 — La raison

Somme de termes = Premier termex

1 — La raison

Preuve : Pour m=0, on a
So=uw+u+...+u=ul+qg+...+q")
En multipliant par 1 — g, on obtient immédiatement,
(1-a)Sh=uw(l+q+...+q")(1—q) = w(l—q"")




Suites monotones
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Suites monotones

@ Une suite (up)n>n, est dite croissante si pour tout n > ng, Upt1 > Up.
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Suites monotones

@ Une suite (up)n>n, est dite croissante si pour tout n > ng, Upt1 > Up.

© Une suite (up)n>n, est dite décroissante si pour tout n > ng, Upt1 < Up.

@ Une suite est dite monotone si elle est soit croissante, soit décroissante.

Lorsque les inégalités sont strictes la suite est strictement croissante
(resp.décroissante, monotone).

| N\

Remarque

Si la suite (up)n>n, est strictement positive c'est-a-dire Vn, u, > 0 alors le sens

de variation d'une suite (up)s>0 peut étre étudier de la fagon suivante :

Upt1
Up

® La suite (uy)n>n, €St croissante si et seulement si >1.

u
n+1 S 1.

® La suite (uy)n>n, est décroissante si et seulement si
> 7,

\

YR



Suites monotones

@ Une suite (up)n>n, est dite constante si ¥n > ny;  up = Ups1
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Suites monotones

@ Une suite (up)n>n, est dite constante si ¥n > ny;  up = Ups1

© Une suite (up)n>n, est dite stationnaire a partir du rang p > ng si
Vn>p, U, = up.
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Suites monotones

@ Une suite (up)n>n, est dite constante si ¥n > ny;  up = Ups1

© Une suite (up)n>n, est dite stationnaire a partir du rang p > ng si
Vn > p, up= up.

Remarque itmportante

Une suite peut ne pas étre ni croissante ni décroissante. Par exemple la suite
(un)n>1 de terme générale

les termes successifs sont :




Suites monotones

Exemples.
@ Soit la suite (up)ns>0 définie par u, = " +n+2 Ona
U1 —Up=(n+1P+(n+1)+2— (P +n+2)=2n+2>0, Vn>0

donc (un)n>0 est une suite strictement croissante.



Suites monotones

Exemples.
@ Soit la suite (up)ns>0 définie par u, = " +n+2 Ona
U1 —Up=(n+1P+(n+1)+2— (P +n+2)=2n+2>0, Vn>0

donc (un)n>0 est une suite strictement croissante.

n

@ Soit la suite (v,)n>19 définie par v, = - Puisque v, > 0, on calcule
= n!

Vrl 20"+ " nl\ 20
vo  \(n+1)! 200)  n+1

or pour tout n > 19 on a n+1 > 20 donc

Vh+1
Vn

<1

d'ol (Vs)n>19 est une suite décroissante.



Suites bornées

N.MRHARDY




Suites bornées

@ Une suite (up)n>n, est dite majorée s'il existe un réel M € R tel que, pour
tout n > ng, u, < M .

© Une suite (up)n>n, est dite minorée s'il existe un réel m € R tel que, pour
tout n > ng, u, > m.

© Une suite est dite bornée si elle est a la fois majorée et minorée.
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Suites bornées

@ Une suite (up)n>n, est dite majorée s'il existe un réel M € R tel que, pour
tout n > ng, u, < M .

© Une suite (up)n>n, est dite minorée s'il existe un réel m € R tel que, pour
tout n > ng, u, > m.

© Une suite est dite bornée si elle est a la fois majorée et minorée.

v

Caractérisation des suites bornées

Une suite (un)n>n, st bornée ssi il existe un réel positif A tel que I'on ait

Yn> no; |up| <A




Exemples :

(=1)"

Q@ La suite u, = ~— est bornée mais n’est pas monotone. En effet,
n
pour tout n > 1

S|

I(=1)"=1=[up| = = <1
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Exemples :

(=1)"

Q@ La suite u, = ~— est bornée mais n’est pas monotone. En effet,

n
pour tout n > 1
<1

S|

I(=1)" =1 = [un| =

© La suite (v,)p>0 définie par v, = e’ " est bornée et décroissante. En
effet, pour tout n >0, on a

2—n§2:>0<e2_"§e2:>|v,,|ge2

De plus

Vitl B e2efn71 1 <1
Vp e2e—n e~
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Exemples :

(=1)"

@ La suite u, = —— est bornée mais n’est pas monotone. En effet,
n D
pour tout n > 1
<1

S|

I(=1)" =1 = [un| =

© La suite (v,)p>0 définie par v, = e’ " est bornée et décroissante. En
effet, pour tout n >0, on a

2—n§2:>0<e2_”§e2:>|v,,|ge2

De plus
Vit1 e2e—n-1 1
e

<1

Vp e2e—n

© La suite w, = 2" est croissante mais n’est pas majorée. En effet,
c'est est clair qu'elle est croissante. Supposons (w,), est majorée c-a-d

IM >0, ¥n>0,w,=2"<M=3IM>1, V¥n>0n< M
ce qui est absurde car I'ensemble N n’est pas majorée.

;:1(2)




Nature d’une suite

Suite Convergente
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Nature d’une suite

Suite Convergente

Suite convergente

On dit que la suite de nombres réelles (u,)n>n, converge vers une limite £ € R ssi

Ve >0 dN. > ng tel que: Yn> N |u, — (| < e.

<= Ve>0 3N, >ng tel que: Vn> N. u, €[{ —e,f+ ¢

On note alors

lim u,=4¢ <& lim |u,—¢] =0.

n—>+00 n—>+o00

Si le réel ¢ n'existe pas, la suite est dite divergente.




Nature d’une suite

Suite Convergente

Suite convergente

On dit que la suite de nombres réelles (u,)n>n, converge vers une limite £ € R ssi

Ve >0 3IN. > ng tel que: Vn> N |u, —{] < e.

<= Ve>0 3N, >ng tel que: Vn> N. u, €[{ —e,f+ ¢

On note alors

lim u,=0 <& lim |u,—¢] =0.

n—>+00 n—>+o00

Si le réel ¢ n'existe pas, la suite est dite divergente.

Remarque

Si la limite n'existe pas, la suite est dite divergente.




Nature d’une suite

Suite Convergente

FExemple. En utilisant la définition, montrons que

1
— converge vers 0
N/ n>o0

En effet, on veut montrer que

1 1
Ve >0 3N, >0 tel que: VYn> N, |;|:;<€.
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Nature d’une suite

Suite Convergente

FExemple. En utilisant la définition, montrons que

1
— converge vers 0
N/ n>o0

En effet, on veut montrer que

1 1
Ve >0 3N, >0 tel que: VYn> N, |;|:;<€.

( )
—<e<—n>-—
n €
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Nature d’une suite

Suite Convergente

FExemple. En utilisant la définition, montrons que

1
— converge vers 0
N/ n>o0

En effet, on veut montrer que

1 1
Ve >0 3N, >0 tel que: VYn> N, |;|:;<€.

( )
—<e<—n>-—
n €

Soit Ve > 0.
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Nature d’une suite

Suite Convergente

FExemple. En utilisant la définition, montrons que

1
— converge vers 0
N/ n>o0

En effet, on veut montrer que

1 1
Ve >0 3N, >0 tel que: VYn> N, |;|:;<€.

Gee=n>3)
—<eg<—n>-—-
n 9
Soit Ve > 0. On pose N. = £ () + 1 € N, donc

1 1 1
Sin>N.=n>E(=-)+1>-=n>=
€ € €



Nature d’une suite

Suite Convergente

Exercice (TD) : En utilisant la définition, montrer que
1
— converge vers 0
2n
n>0
Réponse. On veut montrer que

1
Ve >0 dN. >0 tel que: Vn> N, |?|:§<s.

1 1 1 In (%
<2<8<:><2”<:>|n<><nln(2)<:>n> (€)>Osi5<1>
n € €

In(2)
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Nature d’une suite

Suite Convergente

Exercice (TD) : En utilisant la définition, montrer que
1
— converge vers 0
2n
n>0
Réponse. On veut montrer que

1
Ve >0 dN. >0 tel que: Vn> N, |?|:§<s.

1 1 1 In (%
<2<8<:><2”<:>|n<><nln(2)<:>n> (€)>Osi5<1>
n € €

In(2)

Soit 0 < e < 1.
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Nature d’une suite

Suite Convergente

Exercice (TD) : En utilisant la définition, montrer que
1
— converge vers 0
2n
n>0
Réponse. On veut montrer que

1
Ve >0 dN. >0 tel que: Vn> N, |?|:§<s.

2n € In(2)

n( X
Soit 0 <e<1.0npose N. = E <I|n((§))> + 1 € N, donc on obtient

1 1 1 In (%
<<5<:>€<2”<:>|n<><nln(2)<:>n> (€)>Osi5<1>
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Nature d’une suite
Propriétés de convergence des suites

Unicité de la limite

Si (Un)n>n, converge vers une limite alors cette limite est unique.
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Nature d’une suite
Propriétés de convergence des suites

Unicité de la limite
Si (Un)n>n, converge vers une limite alors cette limite est unique.

Preuve : Supposons que (Up)n>n, converge vers deux limites ¢1 et ¢>. Montrons

que
Ve >0 |£1—€2‘ <e
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Nature d’une suite
Propriétés de convergence des suites

Unicité de la limite
Si (Un)n>n, converge vers une limite alors cette limite est unique.

Preuve : Supposons que (Up)n>n, converge vers deux limites ¢1 et ¢>. Montrons
que
Ve >0 |£1—€2‘ <e

Soit € > 0. Alors il existe Ny > ng et N> > ng tel que

V> Ny, |un— ] < % et Vn> N, |uy— bo] < % (+)
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Nature d’une suite
Propriétés de convergence des suites

Unicité de la limite
Si (Un)n>n, converge vers une limite alors cette limite est unique.

Preuve : Supposons que (Up)n>n, converge vers deux limites ¢1 et ¢>. Montrons

que
Ve >0 |£1—€2‘ <e

Soit € > 0. Alors il existe Ny > ng et N> > ng tel que
€ €
Vn > Ny, |Un—£1|<§, et Vn> N, |un—€2|<§. (*)

Posons N = max(Ny, N>).

N.MRHARDY



Nature d’une suite
Propriétés de convergence des suites

Unicité de la limite
Si (Un)n>n, converge vers une limite alors cette limite est unique.

Preuve : Supposons que (Up)n>n, converge vers deux limites ¢1 et ¢>. Montrons
que
Ve >0 |£1—€2‘ <e
Soit € > 0. Alors il existe Ny > ng et N> > ng tel que
€ €
Vn > Ny, |Un—£1|<§, et Vn> N, |un—€2|<§. (*)

Posons N = max(Ny, Ny). Il vient, d'aprés I'inégalité triangulaire et (x),

Yn> N 0<|€1—€2\:|€1—un+un—€2|§\ﬁl—un|+|un—£2|<5.
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Nature d’une suite
Propriétés de convergence des suites

Unicité de la limite

Si (Un)n>n, converge vers une limite alors cette limite est unique.

Preuve : Supposons que (Up)n>n, converge vers deux limites ¢1 et ¢>. Montrons

que
Ve >0 |£1—€2‘ <e

Soit € > 0. Alors il existe Ny > ng et N> > ng tel que

€

5>
Posons N = max(Ny, Ny). Il vient, d'aprés I'inégalité triangulaire et (x),

Yn> N 0<|€1—€2\:|€1—un+un—€2|§\ﬁl—un|+|un—£2|<5.

(*)

Vn > M, |u,,—€1|<%, et Vn> N, |uy— bo] <

On abouti donc a
Ve >0 |€1—£2| <€ <—~ ‘£1—£2| =0l =40
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Nature d’une suite
Propriétés de convergence des suites

Proposition

Toute suite convergente est bornée.

Preuve : Soit (up)n>n, Une suite convergente vers . Prenons £ = 1.
IN>ny Yn>N, |u,—{ <1 (%)

Notons My = max{|un,|,. .., |un-1]}, M2 =[] +1 et M = max(My, M). Pour
tout n > ng, on a deux cas :

® sing<n<N-1,ona |un) < My < M,

® sin> N, on adapres (x) et I'inégalité triangulaire,
|up| = |up — €+ < |up — €]+ €] <1+ 4] = My < M.

d'ou Yn > ng, |upl < M [ |




Nature d’une suite
Propriétés de convergence des suites

Proposition
Toute suite convergente est bornée.

Remarque
La réciproque est fausse. Pour le voir, considérons la suite (un)n>o définie par

u, = (—1)" qui est bornée (Ju,| < 1) mais n'est pas convergente car,

® Sinetpaironaura lim wu,=1
n—>-+00

® Sinetimpaironaura lim u,=-1
n——+o00
v

donc elle n'admet pas de limite.




Nature d’une suite

Suite divergente vers I'infinie
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Nature d’une suite

Suite divergente vers I'infinie

@ On dit que la suite (Un)n>n, diverge vers +00 ssi

lim v, = +o00 < VA e R(ou R"), IN > ny tel queVn > N,u, > A.

n—-> —+4o00

© On dit que la suite (u,)nen diverge vers —oo ssi

lim u,=—0c0<=VYBeR(ouR™), AN > ng tel queVn > N, u, < B.

n—-—+00
v
Exemple :
+o0o sia>0
lim n% = 0 sia<0
n—->—+00 .
1 sia=0
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Nature d’une suite

Suite divergente vers I'infinie

Exemple : En utilisant la définition, montrer que

(v/n)n>o tend vers + oo
On veut montrer que

VA € R(ot RT), IN > ng tel que Vn > N, u, > A.
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Nature d’une suite

Suite divergente vers I'infinie

Exemple : En utilisant la définition, montrer que
(v/n)n>o tend vers + oo
On veut montrer que
VA € R(ot RT), IN > ng tel que Vn > N, u, > A.

(c-a-d N > ng tel que Vn > N,\/n > A<= n > A2))
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Nature d’une suite

Suite divergente vers I'infinie

Exemple : En utilisant la définition, montrer que
(v/n)n>o tend vers + oo
On veut montrer que
VA € R(ot RT), IN > ng tel que Vn > N, u, > A.
(c-a-d N > ng tel que Vn > N,\/n > A<= n > A2))

Soit A € R, prenons N = E(A?) + 1. On a, N > A? et donc pour tout n > N,
u, > A.



Nature d’une suite

Suite divergente vers I'infinie

Exercice(TD). En utilisant la définition, montrer que
(In(n® + 1)) >0 tend vers + oo
Réponse. On veut montrer que

VA € R(ot RT), IN > ng tel que Vn > N, u, > A.
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Nature d’une suite

Suite divergente vers I'infinie

Exercice(TD). En utilisant la définition, montrer que
(In(n® + 1)) >0 tend vers + oo
Réponse. On veut montrer que
VA € R(ot RT), IN > ng tel que Vn > N, u, > A.

(c-a-d
N > ng tel queVn > N, In(n> +1) > A<= n?>> et —1<=n> /leA - 1].)
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Nature d’une suite

Suite divergente vers I'infinie

Exercice(TD). En utilisant la définition, montrer que
(In(n® + 1)) >0 tend vers + oo
Réponse. On veut montrer que
VA € R(ot RT), IN > ng tel que Vn > N, u, > A.
(c-a-d

N > ng tel queVn > N, In(n> +1) > A<= n?>> et —1<=n> /leA - 1].)
Soit A € RY, prenons N = E(veA — 1)+ 1. On a donc pour tout n > N, u, > A.
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Opérations algébriques sur les suites convergentes

Soient (Un)n>n, €t (Va)n>n, deux suites réelles telles que

lim wu,=4¢; et lim v, = /5.
n—>—+oo n—>—+o0

Alors, on a :
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Opérations algébriques sur les suites convergentes

Soient (Un)n>n, €t (Va)n>n, deux suites réelles telles que

lim wu,=4¢; et lim v, = /5.
n—>—+oo n—>—+o0

Alors, on a :
@ La suite somme (u, + V,)n>n, €St convergente, de plus on a

lim  (u,+ vy) = 01 + bo.

n—>+o00




Opérations algébriques sur les suites convergentes

Soient (Un)n>n, €t (Va)n>n, deux suites réelles telles que

lim wu,=4¢; et lim v, = /5.
n—>—+oo n—>—+o0

Alors, on a :

@ La suite somme (u, + V,)n>n, €St convergente, de plus on a
lim  (u,+ vy) = 01 + bo.
n—-+-00
© La suite produit (UnVa)n>n, €St convergente, de plus on a

lim (u,v,) = ¢105. En particulier pour tout a € R, lim (au,) = al;.
n—-+-00 n—-+-00




Opérations algébriques sur les suites convergentes

Soient (Un)n>n, €t (Va)n>n, deux suites réelles telles que

lim wu,=4¢; et lim v, = /5.
n—>—+oo n—>—+o0

Alors, on a :

@ La suite somme (u, + V,)n>n, €St convergente, de plus on a
lim  (u,+ vy) = 01 + bo.
n—-+-00
© La suite produit (UnVa)n>n, €St convergente, de plus on a

lim (u,v,) = ¢105. En particulier pour tout a € R, lim (au,) = al;.
n—-+-00 n—-+-00




Opérations algébriques sur les suites convergentes

Soient (Un)n>n, €t (Va)n>n, deux suites réelles telles que

lim wu,=4¢; et lim v, = /5.
n—>—+oo n—-+o00

Alors, on a :

@ La suite somme (u, + V,)n>n, €St convergente, de plus on a
lim  (u,+ vy) = 01 + bo.
n—-+-00
© La suite produit (UnVa)n>n, €St convergente, de plus on a

lim (u,v,) = ¢105. En particulier pour tout a € R, lim (au,) = al;.
n—-+-00 n—-+-00

1
© Si pour tout n > ng, v, 0 et £ #0, alors lim — = —.
n—s+o0o Vp, 0




Opérations algébriques sur les suites convergentes

Soient (Un)n>n, €t (Va)n>n, deux suites réelles telles que

lim wu,=4¢; et lim v, = /5.
n—>—+oo n—-+o00

Alors, on a :

@ La suite somme (u, + V,)n>n, €St convergente, de plus on a
lim  (u,+ vy) = 01 + bo.

n—>+o00

© La suite produit (UnVa)n>n, €St convergente, de plus on a

lim (u,v,) = ¢105. En particulier pour tout a € R, lim (au,) = al;.
n—->—+o0 n—->—+o0
. . 1 1
© Si pour tout n > ng, v, 0 et £ #0, alors lim — = —.
n—-+00 Vp, 52

@ Si pour tout n > ng, u, < v, (respectivement u, < v,), alors ¢; < /5.




Opérations algébriques sur les suites convergentes

Soient (Un)n>n, €t (Va)n>n, deux suites réelles telles que

lim wu,=4¢; et lim v, = /5.
n—>—+oo n—-+o00

Alors, on a :

@ La suite somme (u, + V,)n>n, €St convergente, de plus on a
lim  (u,+ vy) =01 + 5.

n—->+00

© La suite produit (UnVa)n>n, €St convergente, de plus on a

lim (u,v,) = ¢105. En particulier pour tout a € R, lim (au,) = al;.
n—->—+o0 n—->—+o0
. . 1 1
© Si pour tout n > ng, v, 0 et £ #0, alors lim — = —.
n—-+00 Vp, 62

@ Si pour tout n > ng, u, < v, (respectivement u, < v,), alors ¢; < /5.

1 1 1
Exemple : OnaVn>1, —— < = mais lim = Ilm ==0
—_— n+1 n n—toon+1 n—+4oon




Preuve : (1) On veut montrer que

Ve>0, INeN, Va>N |u,+v,—(l1+06)|<e

N.MRHARDY



Preuve : (1) On veut montrer que
Ve>0, INeN, Va>N |u,+v,—(l1+06)|<e

d'apres I'inégalité triangulaire on a
|un + Vo — (El +£2)‘ = lun — U+ v, _£2|

N.MRHARDY



Preuve : (1) On veut montrer que
Ve>0, INeN, Va>N |u,+v,—(l1+06)|<e

d'apres I'inégalité triangulaire on a
|un+ v — (b1 + )| = |up — b1 + v — bo| < |up — 1| + |V — 2]
—— —

? ?




Preuve : (1) On veut montrer que
Ve>0, INeN, Va>N |u,+v,—(l1+06)|<e

d'apres I'inégalité triangulaire on a
|un+ v — (b1 + )| = |up — b1 + v — bo| < |up — 1| + |V — 2]
—— —

? ?

Soit € > 0.




Preuve : (1) On veut montrer que
Ve>0, INeN, Va>N |u,+v,—(l1+06)|<e

d'apres I'inégalité triangulaire on a
|un + Vp — (El +£2)‘ = |un _El + Vp _£2| < |un _€1| + ‘Vn _€2|
——— N——
? ?
Soit € > 0. On sait que
€

lim u,,:€1:>3N12n0, VnZNl,\u,,—€1|<
n—>-—+00 2

et
. €
lim v, =40 = 3Ny >ng, Vn > Ny, |v, —la| < =
n—»+00 2




Preuve : (1) On veut montrer que
Ve>0, INeN, Va>N |u,+v,—(l1+06)|<e

d'apres I'inégalité triangulaire on a
|un+ v — (b1 + )| = |up — b1 + v — bo| < |up — 1| + |V — 2]
—— —
? ?

Soit € > 0. On sait que

lim un:€1:>3N12no, VnZNl,\u,,—€1|<
n—>-—+00

N ™

et

lim Vn:£2:>E|N22n0, VHZNQ, |V,,—€2|<

n—»+00

Posons N = max(Ny, N).




Preuve : (1) On veut montrer que
Ve>0, INeN, Va>N |u,+v,—(l1+06)|<e

d'apres I'inégalité triangulaire on a
|un+ v — (b1 + )| = |up — b1 + v — bo| < |up — 1| + |V — 2]
—— —
? ?

Soit € > 0. On sait que

lim u,,:€1:>3N12n0, VnZNl,\u,,—€1|<
n—>-—+00

N ™

et

lim v, =/{0, — 3N, > no, Vn > NQ, |V,, —€2| <

n—>- 400
Posons N = max(Ny, N»). Il vient que

e €
Vn> N, |up+va—(b1+6)| = lun—li+va—Lo| < |up—l1]+]|va—ba] <

2727




(2) On veut montrer que

Ve>0, ANeN Vn>N |uyv, —lil] <e

N.MRHARDY



(2) On veut montrer que
Ve>0, ANeN Vn>N |uyv, —lil] <e

Commen(,:ons par remarquer que
|UnVn - £1£2| = |(Un - el)vn + (Vn - e2)£1| S ‘un - gl‘ |Vn| + ‘Vn - £2||£1|
———A T N——

? ? ?




(2) On veut montrer que
Ve>0, ANeN Vn>N |uyv, —lil] <e

Commen(,:ons par remarquer que
|UnVn - £1‘€2| = |(Un - gl)vn + (Vn - e2)£1| S ‘un - gl‘ |Vn| + ‘Vn - £2||£1|
———A T N——

? ? ?
(Va)n>no, étant convergente, elle est bornée donc M > 0 tel que

Vn > ng, |va| < M.




(2) On veut montrer que
Ve>0, ANeN Vn>N |uyv, —lil] <e

Commen(,:ons par remarquer que
|UnVn - £1‘€2| = |(Un - gl)vn + (Vn - e2)£1| S ‘un - gl‘ |Vn| + ‘Vn - £2||£1|
———A T N——

? ? ?
(Va)n>no, étant convergente, elle est bornée donc M > 0 tel que

Vn > ng, |va| < M.

Soit £ > 0.




(2) On veut montrer que
Ve>0, ANeN Vn>N |uyv, —lil] <e

Commengons par remarquer que
|UnVn - €1£2| - |(Un - ‘el)vn + (Vn - e2)£1| S ‘un - gl‘ |Vn| + ‘Vn - £2||£1|
———A s ——
? ? ?
(Va)n>no, étant convergente, elle est bornée donc M > 0 tel que
Vn > ng, |va| < M.

Soit € > 0. On sait que

lim  up =61 = 3Ny > no, ¥n> Ny, |up— o] < ——
il o e =1 12 n0, V02 M, Jun =i < 5




(2) On veut montrer que
Ve>0, ANeN Vn>N |uyv, —lil] <e
Commencons par remarquer que
|UnVn - €1£2| - |(Un - ‘el)vn + (Vn - e2)£1| S ‘un - gl‘ |Vn| + ‘Vn - £2||£1|
———A s ——

? ? ?
(Va)n>no, étant convergente, elle est bornée donc M > 0 tel que

Vn > ng, |va| < M.

Soit € > 0. On sait que
nJ)r[]koo u, =¥ — IN; > np, Vn > Nl, ‘U,, —81‘ < ﬁ

et

lim v, =¢ AN, > g, V> No, vy — Lo < ——————.
im v, 2= INo > ng, Vn > Ny, |v 2\<2(|ﬁ1‘+1)

n—>+00




(2) On veut montrer que
Ve>0, ANeN Vn>N |uyv, —lil] <e
Commencons par remarquer que
|UnVn - £1‘€2| - |(Un - gl)vn + (Vn - e2)£1| S ‘un - gl‘ |Vn| + ‘Vn - £2||£1|
———A s ——

? ? ?
(Va)n>no, étant convergente, elle est bornée donc M > 0 tel que

Vn > ng, |va| < M.

Soit € > 0. On sait que
nJ)r[]koo u, =¥ — IN; > np, Vn > Nl, ‘U,, —81‘ < ﬁ

et

lim v, =¢ AN, > g, V> No, vy — Lo < ——————.
im v, 2= INo > ng, Vn > Ny, |v 2‘<2(|ﬁ1\+1)

n—>+00

Posons N = max(Ny, N).




(2) On veut montrer que
Ve>0, ANeN Vn>N |uyv, —lil] <e
Commencons par remarquer que
|UnVn - €1£2| - |(Un - ‘el)vn + (Vn - e2)£1| S ‘un - gl‘ |Vn| + ‘Vn - £2||£1|
———A s ——

? ? ?
(Va)n>no, étant convergente, elle est bornée donc M > 0 tel que

Vn > ng, |va| < M.

Soit € > 0. On sait que
lim  up =61 = 3Ny > no, ¥n> Ny, |up— o] < ——
,im u 1 1> no, Vn> Ny, |u 1] o
et c
lim v, =40 =>3No > ng, Vn > No, |v, —bo| < —————.
Nim o = b2 = 3No = o S ES)

Posons N = max(Ny, N»). Il vient que

(|t1] +1) < e.

g g
Vn> N < M
2N, [unvn = b < 55 M+ 2(/1] + 1)




Opérations algébriques sur les suites divergentes vers co

Proposition

© Si(un)n>n, tend vers +oo (respectivement vers —co) et si (Vp)n>n, €St une
suite minorée (respectivement majorée), alors (up + Vp)n>n, tend vers 4+o00
(respectivement vers —oo).




Opérations algébriques sur les suites divergentes vers co

© Si(un)n>n, tend vers +oo (respectivement vers —co) et si (Vp)n>n, €St une
suite minorée (respectivement majorée), alors (up + Vp)n>n, tend vers 4+o00
(respectivement vers —oo).

© Si(Un)n>n, tend vers £0o et si (Vp)n>n, €St une suite convergente de limite
non nulle alors leurs produit (upVy)n>n, tend vers oo selon le signe de

(Vn)nzno




Opérations algébriques sur les suites divergentes vers co

© Si(un)n>n, tend vers +oo (respectivement vers —co) et si (Vp)n>n, €St une
suite minorée (respectivement majorée), alors (up + Vp)n>n, tend vers 4+o00
(respectivement vers —oo).

© Si(Un)n>n, tend vers £0o et si (Vp)n>n, €St une suite convergente de limite
non nulle alors leurs produit (upVy)n>n, tend vers oo selon le signe de

(Vn)nzno

. 1
© Si(un)n>n, tend vers oo alors — converge vers 0
> T




Opérations algébriques sur les suites divergentes vers co

Proposition

© Si(un)n>n, tend vers +oo (respectivement vers —co) et si (Vp)n>n, €St une
suite minorée (respectivement majorée), alors (up + Vp)n>n, tend vers 4+o00
(respectivement vers —oo).

© Si(Un)n>n, tend vers £0o et si (Vp)n>n, €St une suite convergente de limite
non nulle alors leurs produit (upVy)n>n, tend vers oo selon le signe de

(Vn)nzno

. 1
© Si(un)n>n, tend vers oo alors — converge vers 0
> T

. . 1
@ Siu, tend vers 0 et u, > 0 (respectivement u, < 0 ) alors — tend vers +00
Up
(respectivement vers —oco)




Preuve : (1) On veut montrer que

VAER, AN > ng, (Yn >N = u,+ v, > A)

N.MRHARDY



Preuve : (1) On veut montrer que
VAER, AN > ng, (Yn >N = u,+ v, > A)

On a (Vn)>n, une suite minorée donc il existe M € R tel que pour tout n > ng on
a
v, > M




Preuve : (1) On veut montrer que
VAER, AN > ng, (Yn >N = u,+ v, > A)

On a (Vn)>n, une suite minorée donc il existe M € R tel que pour tout n > ng on
a
v, > M

Soit A € R,




Preuve : (1) On veut montrer que
VAER, AN > ng, (Yn >N = u,+ v, > A)

On a (Vn)>n, une suite minorée donc il existe M € R tel que pour tout n > ng on
a
v, > M

Soit A € R, donc il existe N > ng tel que
n>N=—=u,>A-M
Par conséquent; on obtient Vn > N

Up+ vy > A




Criteres de convergence d’une suite

Théoremes de comparaison et d’encadrement

Soient (Un)n>ngr (Vn)n>ny €t (Wn)n>n, trois suites réelles. On suppose que

Yn>ng, up, <w,<v, et lim wu,= Ilm v,=0~¢
n—-»-+o0 n—-—+o00
Alors

lim w, =/
n——+00

N.MRHARDY




Criteres de convergence d’une suite

Théoremes de comparaison et d’encadrement

Soient (Un)n>ngr (Vn)n>ny €t (Wn)n>n, trois suites réelles. On suppose que

Yn>ng, up, <w,<v, et lim wu,= Ilm v,=0~¢
n—-»-+o0 n—-—+o00
Alors

lim w, =/
n——+00

Preuve : Soit € > 0. |l existe N; > ng et N, > ng tels que

Vn> Ny, b—e<u,<e+l et Yn>No, b—e<v,<e+d.

N.MRHARDY



Criteres de convergence d’une suite

Théoremes de comparaison et d’encadrement

Soient (Un)n>ngr (Vn)n>ny €t (Wn)n>n, trois suites réelles. On suppose que

Yn>ng, up, <w,<v, et lim wu,= Ilm v,=0~¢
n—-»-+o0 n—-—+o00
Alors

lim w, =/
n——+00

Preuve : Soit € > 0. |l existe N; > ng et N, > ng tels que
Vn> Ny, b—e<u,<e+l et Yn>No, b—e<v,<e+d.

Posons N = max(Ny, Ny).

N.MRHARDY




Criteres de convergence d’une suite

Théoremes de comparaison et d’encadrement

Soient (Un)n>ngr (Vn)n>ny €t (Wn)n>n, trois suites réelles. On suppose que

Yn>ng, up, <w,<v, et lim wu,= Ilm v,=0~¢
n—-»-+o0 n—-—+o00
Alors

lim w, =/
n——+00

Preuve : Soit € > 0. |l existe N; > ng et N, > ng tels que

Vn> Ny, b—e<u,<e+l et Yn>No, b—e<v,<e+d.
Posons N = max(Ny, Np). Il vient

V>N, l—e<up<w,<v,<et+l= w, €|l —c,{+¢

Ceci montre que |lim w, =/. [ |
n—->—+00

N.MRHARDY




Criteres de convergence d’une suite

Théoremes de comparaison et d’encadrement

Soient (Un)n>n, €t (Va)n>n, telles que, pour tout n > ng, up < v,. Alors :

@S I|lm u,=+c0alors I|lim v,=+4o0.
n—> —+00 n——+o00

Q@S I|Im v,=-ccalors Ilim u,=—c0.
n—->+00 n—->+00

N.MRHARDY



Criteres de convergence d’une suite

Théoremes de comparaison et d’encadrement

Soient (Un)n>n, €t (Va)n>n, telles que, pour tout n > ng, up < v,. Alors :

@S I|lm u,=+c0alors I|lim v,=+4o0.
n—> —+00 n——+o00

Q@S I|Im v,=-ccalors Ilim u,=—c0.
n—->+00 n—->+00

Preuve : Soit A > 0. Puisque lim u, = +o00, il existe N > ng tel que pour
n—>+o00

tout n > N, u, > A. Or v, > u,, pour tout n > ng on déduit alors que,

vn>N v,>A— Ilim v,=+00

n—-> 400

N.MRHARDY



Criteres de convergence d’une suite

Théoremes de comparaison et d’encadrement

Soient (Un)n>n, €t (Va)n>n, telles que, pour tout n > ng, up < v,. Alors :

@S I|lm u,=+c0alors I|lim v,=+4o0.
n—->- —+o00 n—->- 400

Q@S I|Im v,=-ccalors Ilim u,=—c0.
n—->+00 n—->+00

Preuve : Soit A > 0. Puisque lim u, = +o00, il existe N > ng tel que pour
n—>+o00

tout n > N, u, > A. Or v, > u,, pour tout n > ng on déduit alors que,

vn>N v,>A— Ilim v,=+00

n—-> 400

Obtention de convergence

Si a partir d'un certain rang |u, —¢| < v, etsi lim v,=0alors |m wu,=/¢
n——+00 n—>—+00

N.MRHARDY



Criteres de convergence d’une suite

Théoremes de comparaison et d’encadrement

Exemple : Etudier la nature des suites (u,)nen+ définie par

(-1)"
Jn

nsin(n) + n°.

Q u,
Q u,

N.MRHARDY



Criteres de convergence d’une suite

Théoremes de comparaison et d’encadrement

Exemple : Etudier la nature des suites (u,)nen+ définie par
(=1)"

vn

Q u, = nsin(n) + n°.
(1) On sait que Vn

eun:

d’ol (up), est convergente.

N.MRHARDY



Criteres de convergence d’une suite

Théoremes de comparaison et d’encadrement

Exemple : Etudier la nature des suites (u,)nen+ définie par

eun:

Q u, = nsin(n) + n°.
(2) On a pour tout n € N
sin(n) > -1 = u, > n”’—n

or lim n?—n=-+oo alors
n—+00

lim u,=+o00
n—-»-+o0

d'ou (u,), est divergente.

N.MRHARDY



Exercice (TD). Etudier les suites suivantes;

20+ (1)

P 2T B b2)

N.MRHARDY



Exercice (TD). Etudier les suites suivantes;

L, 20 (=)
T B (—)m T T E(n-

Réponse.
1. On écrit

. . 2n [ 1+ 7(721,)
||T u, = |||I| 57 W
— — -
n o] n oo an 1 + =
or d'aprés le critére d'encadrement; on peut montrer que

(0 o

lim =
n—+oo 2n 5n
donc
. 2
lim wu,=-=
n—+o0 5




Exercice (TD). Etudier les suites suivantes;

L) E((n+ 1)
S (C)et U=~ 1)
((n=13)?)
Réponse.
2.0na
1o 1y’ 1o
(n+2) 1<E< n+2 S(n+2)
_72_
(n 2) 1<E<(
donc
(n+
(
or
) (n+
lim
n—-+o0o

d'ott liMp_y o0 Un = 1




Criteres de convergence d’une suite

Critere de la convergence monotone

Théoréme des suites monotones

@ Toute suite (u,)n>n, Croissante majorée est convergente et, en plus, on a

- A
lim u, = sup u, = sup{u,; n> ny}
n—-> 00 n>no

© Toute suite (u,)n>n, décroissante minorée est convergente et, en plus, on a

lim  wu, = inf u, 2 inf{u,; n> no}
n—-»—+00 n>ng

© Toute suite croissante (respectivement décroissante) non majorée
(respectivement non minorée) tend vers +oo (respectivement —oo).

Remarque

| A\

Ce théoreme dit que si une suite est croissante alors soit elle converge, soit elle
diverge vers +oo.

Y




Criteres de convergence d’une suite

Critere de la convergence monotone

Théoréme des suites monotones

@ Toute suite (u,)n>n, Croissante majorée est convergente et, en plus, on a

- A
lim u, = sup u, = sup{u,; n> ny}
n—-> 00 n>no

© Toute suite (u,)n>n, décroissante minorée est convergente et, en plus, on a

lim  wu, = inf u, 2 inf{u,; n> no}
n—-»—+00 n>ng

© Toute suite croissante (respectivement décroissante) non majorée
(respectivement non minorée) tend vers +oo (respectivement —oo).

Exemple : Etudier la nature de la suite : u, = ,’]—i, n>1.

n
u n
Onapourtoutn>1, wu,>0et ntl <1
up n+1

donc (u,), est minorée par 0 et décroissante, on conclut qu'elle est convergente




Preuve

@ Supposons que la suite (up)n>n, €st croissante majorée et notons

£ = sup u, =sup{u,; n>ny}
n>np

qui existe d’apres la propriété de la borne supérieure.
Soit € > 0.




Preuve

@ Supposons que la suite (up)n>n, €st croissante majorée et notons

£ = sup u, =sup{u,; n>ny}
n>np

qui existe d’apres la propriété de la borne supérieure.
Soit € > 0. D'apres la caractérisation de la borne supérieure, il existe un
entier N > ng tel que

{—e<uy<H¥. (III)




Preuve

@ Supposons que la suite (up)n>n, €st croissante majorée et notons

£ = sup u, =sup{u,; n>ny}
n>np

qui existe d’apres la propriété de la borne supérieure.
Soit € > 0. D'apres la caractérisation de la borne supérieure, il existe un
entier N > ng tel que

{—e<uy<H¥. (III)
Maintenant, puisque la suite est croissante, il vient
Vn>N l—e<uy<u, <l<l4e=VVn>N, u, €}l —e,l+¢|

Ceci montre que |lim u, =/.
n—>-—+00




Preuve

@ Supposons que la suite (up)n>n, €st croissante majorée et notons

£ = sup u, =sup{u,; n>ny}
n>np

qui existe d’apres la propriété de la borne supérieure.
Soit € > 0. D'apres la caractérisation de la borne supérieure, il existe un
entier N > ng tel que

{—e<uy<H¥. (III)
Maintenant, puisque la suite est croissante, il vient
Vn>N l—e<uy<u, <l<l4e=VVn>N, u, €}l —e,l+¢|
Ceci montre que |lim u, =/.
n—>—+00
© Pour une suite (up)n>n, décroissante minorée, la suite (—up)n>n, €st
croissante majorée et sup (—u,) = — i;n‘ up, et ce qui précede permet de
n-=ngp

n>ng
conclure.




Exercice (TD). Soit ug > 0 et (uy) la suite définie par : upp1 =

@ Trouver une relation de récurrence simple entre u,.1 et u,.
© Montrer que la suite (u,), est croissante.
© Montrer que la suite (up), diverge vers +oo.

Réponse.

(1) D'abord puisque ug > 0 on peut montrer par récurrence que u, > 0 pour tout
n > 0. De plus, puisque

n—1

S

k=0

donc

Upy1 =

n—1
g Uk + Up = /U2 + up
k=0




Exercice (TD). Soit ug > 0 et (uy) la suite définie par : upp1 =

@ Trouver une relation de récurrence simple entre u,.1 et u,.
© Montrer que la suite (u,), est croissante.
© Montrer que la suite (up), diverge vers +oo.

Réponse.

(2) On a

0

Upp1 — Up = U2+ up —up =

d'ou la suite (up), est croissante.

b
VU2 4 up+ up,




Exercice (TD). Soit ug > 0 et (uy) la suite définie par : upp1 =

@ Trouver une relation de récurrence simple entre u,.1 et u,.
© Montrer que la suite (u,), est croissante.
© Montrer que la suite (up), diverge vers +oo.

Réponse.

(3) Supposons que la suite (u,), converge vers une limite ¢, alors puisque (u,)s
est croissante et ug > 0 on aura ¢ > 0. D'autre part en passant a la limite dans

I'équation u,1 = /U2 + uy,, on trouve que £ vérifie

b=\0P+l<= (=0

ce qui contredit £ > 0, donc (u,), ne converge pas. D'aprés le théoreme des suites
monotones, la suite (u,), va slirement diverger vers +oo.




Criteres de convergence d’une suite

Critere de d’Alembert

Upt1
Up

m — { alors on a

li
n—-+o00

Soit (Up)n>n, Une suite réelle tel que

(i) Sit <1, la suite (u,), converge vers 0.

(ii) Si ¢ >1, la suite (up), tend vers +oo.

(iit) Si £ =1 on ne peut rien dire.
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Criteres de convergence d’une suite

Critere de d’Alembert

Upt1
Up

lim
—+00

Soit (Un)n>n, une suite réelle tel que = ¢ alors on a
- n

(i) Sit <1, la suite (u,), converge vers 0.
(ii) Si ¢ >1, la suite (up), tend vers +oo.

(iit) Si £ =1 on ne peut rien dire.

1-¢
Preuve : (i) Pour e = — > 0, il exite N > ng tel que

Un+1

u,
VYn> N, f(—c< ntl

Up

f+1
<7

<lte—0< = = = [l < plu

Up

Par récurrence on obtient  |u,| < plup_1| < p(plun—2|) < ... < p" N |upn|

Puisque 0 < £ < 1 alors 0 < p < 1 et donc p"~" tend vers 0, on en déduit le
résultat.
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Caractérisation séquentielle de la borne sup et la borne inf

Soit A C R. Alors :

© « =supAsi et seulement si « est un majorant de A et il existe une suite

(an)n>n, telle que, pour tout n > ng, a, € A et ninloo a, = a.
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Caractérisation séquentielle de la borne sup et la borne inf

Soit A C R. Alors :

© « =supAsi et seulement si « est un majorant de A et il existe une suite

(an)n>n, telle que, pour tout n > ng, a, € A et ninloo a, = a.

© [ = inf Asi et seulement si 5 est un minorant de A et il existe une suite
(an)n>n, telle que, pour tout n > ng, a, € Aet |im a, = 0.
= n——+oo




Caractérisation séquentielle de la borne sup et la borne inf

Soit A C R. Alors :

© « =supAsi et seulement si « est un majorant de A et il existe une suite
(an)n>n, telle que, pour tout n > ng, a, € Aet lim a, = a.
- n—>-+o00
© [ = inf Asi et seulement si 5 est un minorant de A et il existe une suite
(an)n>n, telle que, pour tout n > ng, a, € Aet |im a, = 0.
- n—->- 400

© A n'est pas majoré si et seulement si il existe une suite (a,)n>n, telle que,

pour tout n > ng, a, € Aet lim a,=+o.
n—>+oo




Caractérisation séquentielle de la borne sup et la borne inf

Soit A C R. Alors :

© « =supAsi et seulement si « est un majorant de A et il existe une suite
(an)n>n, telle que, pour tout n > ng, a, € Aet lim a, = a.
- n—>-+o00
© [ = inf Asi et seulement si 5 est un minorant de A et il existe une suite
(an)n>n, telle que, pour tout n > ng, a, € Aet |im a, = 0.
- n—->- 400

© A n'est pas majoré si et seulement si il existe une suite (a,)n>n, telle que,
pour tout n > ng, a, € Aet lim a,=+o.
n—-»+00
@ A n'est pas minoré si et seulement si il existe une suite (ap)n>n, telle que,

pour tout n > ng, a, € Aet lim a,= —oc.
n—>—+00




Preuve. (1) Supposons que « = sup A. D'apres la caractérisation de la borne
supérieur, pour tout n > 0, il existe un élément a, € A tel que

1
a——<a,<a.
n

Le critére de comparaison implique que la suite (a,)n>n, €st une suite de points
de A qui converge vers a.




Preuve. (1) Supposons que « = sup A. D'aprés la caractérisation de la borne
supérieur, pour tout n > 0, il existe un élément a, € A tel que

1
a——<a,<a.
n

Le critére de comparaison implique que la suite (a,)n>n, €st une suite de points
de A qui converge vers a.

Inversement, supposons que « est un majorant de A et qu'il existe une suite
(an)n>n, telle que, pour tout n > ng, a, € Aet lim a, = q.

Pour montrer que o = sup A, il suffit de montrer le (ii)’ de la caractérisation.




Preuve. (1) Supposons que « = sup A. D'aprés la caractérisation de la borne
supérieur, pour tout n > 0, il existe un élément a, € A tel que

a——<a,<a.
n

Le critére de comparaison implique que la suite (a,)n>n, €st une suite de points
de A qui converge vers a.

Inversement, supposons que « est un majorant de A et qu'il existe une suite
(an)n>n, telle que, pour tout n > ng, a, € Aet lim a, = q.

Pour montrer que o = sup A, il suffit de montrer le (ii)’ de la caractérisation. En

effet, soit € > 0. Puisque lim a, = «, il existe N > ng telle
n—-+00

a—e<ay<a-+te.

Puisque ay € A, on peux conclure. |




Exemple.
@ Soit A=] —1,+0oc[. On ainf A= —1 car —1 est un minorant de A et la
1
suite (—1 + ) est une suite de points de A qui converge vers —1.
n>1

La partie A n’est pas majorée car la suite (n),>o est une suite de points de
A qui diverge vers 400.

1
© La partie A= {\/E+ —,ne N*} n'est pas majorée car la suite
n

1 . . .
<ﬁ+ ) est une suite de points de A qui diverge vers +oc.
n neN*




Caractérisation séquentielle de la densité

Soit A une partie de R. A est dense dans R si et seulement si pour tout x € R, il
existe une suite (a,), d'éléments de A telle que

x= lim a,
n—-+o0o
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Caractérisation séquentielle de la densité

Soit A une partie de R. A est dense dans R si et seulement si pour tout x € R, il
existe une suite (a,), d'éléments de A telle que

x= lim a,
n—-+o0o

® Supposons A dense dans R et x € R. Alors pour tout n > 0, il existe a, € A
tel

1
X< ap <X+ —
n

Le critere d'encadrement, implique lim a, = x
n—+o00
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Caractérisation séquentielle de la densité

Soit A une partie de R. A est dense dans R si et seulement si pour tout x € R, il
existe une suite (a,), d'éléments de A telle que

x= lim a,
n—-+o0o

® Supposons A dense dans R et x € R. Alors pour tout n > 0, il existe a, € A
tel

1
X< ap <X+ —
n

Le critere d'encadrement, implique lim a, = x
n—+o00

® |nversement, soit x,y € R tel que x < y. Par hypotheése, il existe une suite

(a,), d'élément de A telle que lim a, = m Alors, pour € = Y- X,
n—+o0 2 2

existe N € N* tel que

Vn> N,

an

X + — X
— 2y)<y2<z>x<a,,<y




Suites particulieres
Suites arithmétiques et Suites géométriques

Suites arithmétiques

Soit (u,), une suite arithmétique de raison r # 0 de terme générale :
u, = up + nr alors (u,), diverge vers l'infini avec le signe r.
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Suites particulieres

Suites arithmétiques et Suites géométriques

Suites arithmétiques

Soit (u,), une suite arithmétique de raison r # 0 de terme générale :
u, = up + nr alors (u,), diverge vers l'infini avec le signe r.

Suites géométriques

| A

Soit (u,), suite géométrique de raison g de terme générale : u, = upq” alors
® Si|g| < 1, |a suite converge vers 0.
® Sig=1, la suite (u,), converge vers ug (elle est stationnaire).

e Si g = —1, la suite diverge.

Si g > 1, la suite (u,) tend vers l'infini avec le signe de up.

Si |g| > 1, la suite (|us|)n tend vers +oc.

N,




Suites particulieres
Suites arithmético-géométriques

Suites arithmético-géométriques

On appelle suite arithmético-géométrique de parametres g et r, toute suite (u,)n
définie par récurrence par : ug donné, Uny1 = QU+ r.
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Suites particulieres

Suites arithmético-géométriques

Suites arithmético-géométriques

On appelle suite arithmético-géométrique de parametres g et r, toute suite (u,)n
définie par récurrence par : ug donné, Uny1 = QU+ r.

Si (up)n est suite arithmético-géométrique de parameétres q et r, alors

® Sig=1, u, = up + nr, c'est une suite arithmétique.

N.MRHARDY



Suites particulieres

Suites arithmético-géométriques

Suites arithmético-géométriques

On appelle suite arithmético-géométrique de parametres g et r, toute suite (u,)n
définie par récurrence par : ug donné, Uny1 = QU+ r.

Si (up)n est suite arithmético-géométrique de parameétres q et r, alors
® Sig=1, u, = up + nr, c'est une suite arithmétique.

® Sir=0; u, = upq", c'est une suite géométrique
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Suites particulieres

Suites arithmético-géométriques

Suites arithmético-géométriques

On appelle suite arithmético-géométrique de parametres g et r, toute suite (u,)n
définie par récurrence par : ug donné, Uny1 = QU+ r.

Si (up)n est suite arithmético-géométrique de parameétres q et r, alors
® Sig=1, u, = up + nr, c'est une suite arithmétique.
® Sir=0; u, = upq", c'est une suite géométrique

r

®Sig#1l, u,=q"(uw—a)+a, avec a= -

q
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Suites particulieres

Suites arithmético-géométriques

Suites arithmético-géométriques

On appelle suite arithmético-géométrique de parametres g et r, toute suite (u,)n
définie par récurrence par : ug donné, Uny1 = QU+ r.

Si (up)n est suite arithmético-géométrique de parameétres q et r, alors
® Sig=1, u, = up + nr, c'est une suite arithmétique.
® Sir=0; u, = upq", c'est une suite géométrique

r

®Sig#1l, u,=q"(uw—a)+a, avec a= -

q

Preuve : En utilisant la récurrence, on écrit
Un = Qup_1+r = q(qup_2 + r)+r = Q®up_o+qr+r = ... = q"uo+r(q" '+..+1)
org" 4. +1= ll_f‘z donc

1—qg" r r
Un=q"uo+r Z’—q"(uO— )+
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Suites particulieres

Suites arithmético-géométriques

Convergence d’une suite arithmético-géométrique

Si (up)n est suite arithmético-géométrique de parameétres g # 1 et r # 0 de terme
générale ,

r
1-g

Si ug = a alors c’est une suite stationnaire u, = ug, Vn, sinon on aura

u,=q"(up—a)+a, a=

@ Si|q| < 1, la suite converge vers a.
© Si g > 1, la suite diverge vers l'infini avec le signe de (up — a).

© Si g < —1 la suite diverge.




Exercice (TD). Soit la suite (up), définie par :
up=2et upy1 =08u,+2, n>1

On se propose d'étudier la suite de deux maniéres différentes

© Donner le terme général u, en fonction de n puis étudier la nature de la
suite (up)n.

© On considére la suite de terme général v, = u, + c. Trouver ¢ € R tel que la
suite de terme général v, soit géométrique

@ Retrouver le résultat de (1).

Q@ Calculer T,=vg+Vvi+ eeeeeernnnnnn. +vpetS,=ug+u+ ... + u, en
fonction de n .

@ Calculer les limites des suites (T,)n>0 €t (Sn)n>o-




Réponse. On a
up=2et upy1 =08u,+2, n>1

(1) (un)n est une suite arithmético-géométrique de paramétres r =2 et ¢ = 0, 8,
donc ,

u,=q"(ug—a)+a, a=
"= 3) "y

d'oll
up =—8(0.8)"+10 = lim u, =10

n—-»-—+o0

(un)n est une suite convergente.




Réponse. On a
up=2et upy1 =08u,+2, n>1

(2) Comme v, = u, + ¢, alors on peut écrire

2
Voi1 = 0.8up +2+c=0.8 (u,, n 0+8‘:)

. . . c N
donc (v,), est géométrique de raison 0.8 si =c;cadc=-10

(3) (Vi)n est géométrique de raison 0.8 donc son terme générale s'écrit

Vo = v(0.8)" = —8(0.8)"
on déduit que

up =—8(0.8)"+10 — 10

n—-—+o0




Réponse. On a
up=2et upy1 =08u,+2, n>1

(4) Puisque (v,), est géométrique de raison 0.8, alors

1 (0.8)"*1

To=wv+vi+t .. + V=W 1-0.8

= —40 (1 - (0.8)""")
Puisque u, = v, + 10, on déduit que

Sp=Tn+(10+10+... 4 10) = —40 (1 — (0.8)"*) + 10(n + 1)

(n+1) fois

(5) lim T,=-40et lim S,=+cc.

n——+oo n——+o00




Suites particulieres

Les suites récurrentes
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Suites particulieres
Les suites récurrentes

On dit qu'une suite (up), est une suite récurrente si il existe une fonction
f:R — R telle que

(%)  uny1 = f(un); uo donné
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Suites particulieres
Les suites récurrentes

On dit qu'une suite (up), est une suite récurrente si il existe une fonction
f:R — R telle que

(%)  uny1 = f(un); uo donné

Pour trouver la limite d’'une suite récurrente, on peut citer ici deux méthodes :

® 1ére méthode : On essaie de se ramener a une suite non-récurrente en
exprimant le terme général comme une fonction de n.

® 2¢éme méthode : On démontre d'abord que la limite ¢ existe puis on passe
a la limite dans (%) ce qui nous ramene a résoudre |'équation

N.MRHARDY



Suites particulieres

Les suites récurrentes

Exemple : Soit une suite (u,)y>1 définie par récurrence :

=2, Upp1=-—; Yn>1
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Suites particulieres

Les suites récurrentes

Exemple : Soit une suite (u,)y>1 définie par récurrence :

U =2, Upp1=

e 1ére méthode : On calcule
4 22 8 23 16 24
h==-=———>, I3=z=—F">7, U=-—=
273 21 BT 7T »sdo1 T 15 241

. . L 2"
On remarque que les premiers termes de la suite vérifient  u, = 1

On démontre, par récurrence, que cette formule est vraie pour tout n, puis
on calcule la limite
i 2" i 2" 1 i 1
im ——= |m ——«—= I|lm —
n—too 2" —1 n—4002"1 —2""  n—too 1l —270

or lim 27"=0donc Ilm wu,=1
n—>-+o00 n—>-+o00
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Suites particulieres

Les suites récurrentes

Exemple : Soit une suite (u,)y>1 définie par récurrence :

U =2, Upp1=

e 2éme méthode : On montre d'abord, que la suite est décroissante et
minorée par 1. En effet, par récurrence on a

(i) Onaw =2>1.
(i) On suppose u, > 1 donc

Up+up>1l4u,=2u, > 14 u, = upy1 >1

dou, u, >1; Vn>1.
D'autre part, on a pour tout n > 1

u,(1—u, . L.
Upy1l — Uy = M < 0 donc la suite est décroissante.
* 1+u
n



Suites particulieres

Les suites récurrentes

Exemple : Soit une suite (u,)y>1 définie par récurrence :

U =2, Upp1=

e 2éme méthode : D'aprés le théoréme des suites monotones; (uy),
converge vers une limite £ qui sera solution de |I'équation :

20
= — <= /{({-1)=0
1474 ( )
Cette équation a 2 solutions 0 et 1. Puisque que u, > 1 pour tout n alors la
limite est donc ¢ = 1.
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Suites adjacentes

Deux suites réelles (up)n>n, €t (Va)n>n, Sont dites adjacentes si :

@ pour tout n > ng, u, < vp,
© /a suite (up)n>n, €st croissante,
© /a suite (Vy)n>n, st décroissante,

Q@ lim (v,—u,=0.

n—->»-—+o0
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Suites adjacentes

Deux suites réelles (up)n>n, €t (Va)n>n, Sont dites adjacentes si :
@ pour tout n > ng, u, < vp,
© /a suite (up)n>n, €st croissante,

© /a suite (Vy)n>n, st décroissante,

Q@ lim (v,—u,=0.

n—->»-—+o0

Deux suites (Up)n>n, €t (Va)n>n, adjacentes sont convergentes et convergent vers
la méme limite ¢ de plusonaVn > ng, wu,</{<y,

v

Preuve : On a pour tout n > ng u,, < uy <v, < Vo alors (u,,) est croissante et
majorée (par v,,) donc converge vers une limite ¢ et (v,) est décroissante et
minorée (par up,) donc converge vers une limite ¢;. d'apres le point(4)

lim (vn—u,,):0:€1—€2:>€1:€2:€

n—--—+o0




Suites adjacentes

Exemple. Soient (up), et (v,), définies par :

Unp + vp

O<w<wetVneN v, = 5 Upt1 = v/UpVp.
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Suites adjacentes

Exemple. Soient (up), et (v,), définies par :

Unp + vp

O<w<wetVneN v, = 5 Upt1 = v/UpVp.

e Montrer que : Vn € N; 0 < u, <v,.

Par récurrence :
(/) C'est vrai pour n =0 car 0 < ug < vp.

(i) On suppose 0 < u, < v,. On aura donc v,11 > 0 et u,y1 > 0, de plus

2
n n u, — Vv,
Vn+1fun+1:%*\/m:(7vn2m20

0<upt1 < Vo
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Suites adjacentes

Exemple. Soient (up), et (v,), définies par :

Unp + vp

O<w<wetVneN v, = 5 Upt1 = v/UpVp.

e Etudier la monotonie des suites (u,), et (va)n -

On a d’apres le résultat précédent

Up + vp Up — Vp
- Vn+1_Vn:T_Vn:T§0:Vn+1SVn

donc (v,), est une suite décroissante.
- 0< Uy < vy = 12 < UpVy = Up < \/UnVi = Upy1

donc (u,), est une suite croissante.
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Suites adjacentes

Exemple. Soient (up), et (v,), définies par :

Unp + vp

O<w<wetVneN v, = 5 Upt1 = v/UpVp.

Vp — U
e Montrer que pour tout n € N v, 11 — tpe1 < %

On a
Up + Vp

Vntl — Unt1 = T — 4/ UnVp
or u, < \/upvy, = —+\/tpv, < —u,, donc on obtient

Un+Vn Un+Vn Vn — Up
Vn+liun+1:T*\/UnVHST*Un:T
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Suites adjacentes

Exemple. Soient (up), et (v,), définies par :

Unp + vp

O<w<wetVneN v, = 5 Upt1 = v/UpVp.

e En déduire que (up), et (vn), convergent vers la méme limite.

Vpn—1 — Up—1

IN

Vp — Up 2
Vhn—2 — Up—2

1\"
2 _— 0<v,—u, < | = Vo — U
En multipliant n T=1\2 (0 O)
Vo — Uo
2

Vhn—1 — Up—1 é

IN

Vi —

n—+o00
et parsuite convergent vers la méme limite.

1 n
or lim (> =0donc lim (v,—u,)=0dou (u,), et (v,), sont adjacentes
2 n—+o00
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Exercice (TD). On définie par récurrence (up)n>0 €t (Va)n>0 €n posant :
=3, gy=4,etsin>0:

Vi + Up Upy1 + Vp

Upy1 = T7 Vil = 2

@ On pose w, = v, — u,, ¥n > 0. Montrer que (w,),>0 est une suite
géométrique positive et calculer sa limite.

© Démontrer que ces deux suites sont adjacentes. Que peut-on en déduire?

© On considere a présent la suite (t,), définie, pour tout n € N, par :

u, + 2v,
tn:T

Montrer que la suite (t,), est constante. En déduire la limite des suites
(un)n et (Vo)n.




Réponse.

@ (wn)n>0 est une suite géométrique positive de raison 0 < 7 < 1 et donc

lim w,=0.
n—>—+00
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Réponse.

@ (wn)n>0 est une suite géométrique positive de raison 0 < 7 < 1 et donc

lim w,=0.
n—>—+00
©@ e daprés(l)onal<w, — Odoncu,<v,et lim (v,—u,)=0
n—>-+o00 n—+o00

® Upy1 — Up = 25 >0 donc (up), est croissante

® Vo1 — V, = “25% <0 donc (u,), est décroissante.
On conclut les deux suites sont adjacentes. Donc elles convergent vers la
méme limite /.




Réponse.

@ (wn)n>0 est une suite géométrique positive de raison 0 < 7 < 1 et donc

lim w,=0.
n—>—+00

©@ e daprés(l)onal<w, — Odoncu,<v,et lim (v,—u,)=0
n—>-+o00 n—+o00
® Upy1 — Up = 25 >0 donc (up), est croissante

Un—Vn

® Vo1 — V, = “25% <0 donc (u,), est décroissante.

On conclut les deux suites sont adjacentes. Donc elles convergent vers la
méme limite /.

© Ona

1 (vy+u, up + 3v,
the1 = = 2 =t,
173 ( 2 T )

donc (t,), est constante et parsuite
t, =ty =

En passant a la limite dans t, on trouve

(+20_ 11, 1
3 3 ~ 3




Suites de Cauchy

Une suite (up)n>n, €st une suite de Cauchy si

Ve > 0,3N. € N*; tel queVp ,q> N: ona |u,—ug| <e
ou de maniére équivalente

Ve > 0,dN. € N*; tel que Vp e N, Vn> N ona |upin— up| <&
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Suites de Cauchy

Une suite (up)n>n, €st une suite de Cauchy si
Ve > 0,3N. € N*; tel queVp ,q> N: ona |u,—ug| <e
ou de maniére équivalente

Ve > 0,dN. € N*; tel que Vp e N, Vn> N ona |upin— up| <&

Théoreme
On a les implications suivantes

(Un)n>n, converge= (Un)n>n, de Cauchy=" (Un)n>n, est bornée

La réciproque de la 1 iere implication n’est pas toujours vraie.




. . 1 1 1
Exercice. Montrer que la suite définie par u, = 1+ m + ol o est de
. ! n!
Cauchy.
Indication : on pourra utiliser (n+ p)! > 2n+P~1

Réponse. Soient p,n € N. On a

1 1
Unip— Up= ———— 4. —
P (n+1)! (n+p)!
or (n+ p)! > 2"P~1 donc
1 1 1 1
OSU,,_H,—U,,S?—}——&—W:?(I—F—&—F)

d'ol 1 1
OSU’H‘P_UHSF(]'_%

1 1
(1- E) =0, alors la suite (u,) est de

)

Puisque, pour tout p € N, n—liToo 1
Cauchy.




Sous-suites ou Suites extraites

On dit qu’une suite (v,), est une suite extraite ou une sous suite d'une suite (up)n
s'il existe une application ¢ : N — N strictement croissante telle que Vn € N,

Vi = Ug(n)

Si la suite (u,(n)) converge vers £, on dit que ¢ est la valeur d’adhérence.
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Sous-suites ou Suites extraites

On dit qu’une suite (v,), est une suite extraite ou une sous suite d'une suite (up)n
s'il existe une application ¢ : N — N strictement croissante telle que Vn € N,

Vi = Ug(n)

Si la suite (u,(n)) converge vers £, on dit que ¢ est la valeur d’adhérence.

nm

Exemple : Soit u, = cos( 5

), alors on aura

usn =1, tpp1 =0, wy=(-1)"

(Ugn)n, (U2ns1)n et (U2n), sont des sous suites de (u,), associées respectivement
aux applications strictement croissantes

p1(n) =4n, @a(n) =2n+1, @3(n)=2n




Sous-suites ou Suites extraites

Proposition

Toute suite extraite d’'une suite (u,) convergeant vers une limite £ est une suite
convergeant vers /.

Cette proposition est souvent utilisé pour montrer qu'une suite n’est pas
convergente : En pratique, on extrait une sous suite qui diverge, ou bien deux
sous suites ayant deux limites distinctes.

Preuve de la proposition :

Tout d'abord ; on peut montrer par récurrence que

Soit ¢ : N — N strictement croissante. Alors

VYneN, ¢(n)>n
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Sous-suites ou Suites extraites

Proposition

Toute suite extraite d’'une suite (u,) convergeant vers une limite £ est une suite
convergeant vers /.

Cette proposition est souvent utilisé pour montrer qu'une suite n’est pas
convergente : En pratique, on extrait une sous suite qui diverge, ou bien deux
sous suites ayant deux limites distinctes.

Preuve de la proposition :

Soit maintenant ¢ : N — N une application strictement croissante. On suppose
que u, — £. Montrons que u,(,) — ¢. Soit € > 0. Puisque u, — £, il existe
N € N tel que Vn > N, |u, — ¢| < €. Soit n > N. D'apres le résultat précédent,
@(n) > n> N et donc |uyn — | <e. [ ]
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Exercice (TD). Etudier la suite suivante

. [ 2nm
u, = sin <3)

Réponse. On a

2 V3

uzp =sin(2nm) =0, et uzpp1 =sin(—=) = - #0

3

On conclut que (up), est divergente.




Complétude de R

Théoréme de BOLZANO-WIERSTRASS
De toute suite réelle bornée, on peut extraire une suite convergente.

Application : Complétude de R

Une suite de nombres réels converge vers une limite finie £ si et seulement si elle
est de Cauchy. On dit que R est complet.
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Preuve : Soit (u,) une suite de Cauchy dans R.

La suite (u,) est bornée et donc par le théoreme de Bolzano-Wierstrass, elle
admet une sous suite (u,(n))n qui converge vers une limite £. On va montrer que
(un)n converge vers la méme limite que cette sous-suite.




Preuve : Soit (u,) une suite de Cauchy dans R.
La suite (u,) est bornée et donc par le théoreme de Bolzano-Wierstrass, elle
admet une sous suite (u,(n))n qui converge vers une limite £. On va montrer que
(un)n converge vers la méme limite que cette sous-suite. Comme (u,) est de
Cauchy, on a

€

Ve > 0,3N; € N* ((p,q)? € N2 p,q > Ny = |up, — ug| < 2)

De plus, on a:
e YA > 0;3N,(A) tel que ¥n > No(A) = ¢(n) > A car p(n) — +o0

® Ve > 0,3N3 tel que Vm > N3 = |uy(m) — 4] < 5

Soit alors € > 0, posons N(¢) = Nj. Soit m un entier tel m > max(Ns, Na(Ny)),
alors on aura :

Vn > N(e), |un—4L| < |up— tgim| + [Upm) — €] < % + % =c

Ce qui montre que la suite (u,) converge vers /. [ |




Exercice (TD). Soit (up), la suite définie par up =2 et U1 = %(un + u%) pour
tout entier n.
© Montrer que pour tout nona: u, >0et u?>2.
© Montrer que (up), converge et calculer sa limite.

© L'ensemble Q est-il complet ? (on peut remarquer que la suite (u,), est a
valeur dans Q)

Réponse.

(1) On montre par récurrence que pour tout non a : u, > 0. De méme on a u3 > 2

et
1 22
2
un+1_2:4<un+un> -2
1 4 2
= 1.2 (un —4u + 4)
1 5 2
—m(un—2> >0
donc u2 > 2.




Exercice (TD). Soit (up), la suite définie par up =2 et U1 =

tout entier n.

2
2(u,, + —) pour

n

© Montrer que pour tout nona: u, >0et u?>2.
© Montrer que (up), converge et calculer sa limite.

© L'ensemble Q est-il complet ? (on peut remarquer que la suite (u,), est a
valeur dans Q)
Réponse.
Upt1 1 2 . .
(2)Ona: — = 5(1 + —) < 1 donc (u,), est décroissante. De plus u, > 0 et
U, u?

u? > 2 alors la suite (u,), est minorée par v/2, de plus elle est décroissante donc

d'aprés le théoreme de la convergence monotone elle converge vers une limite ¢
vérifiant

€z%(£+%)<:>£2:2<:>£:\[2




2
2(u,, + u—) pour
tout entier n.

n

- 1
Exercice (TD). Soit (up), la suite définie par up =2 et U1 =

© Montrer que pour tout nona: u, >0et u?>2.

© Montrer que (up), converge et calculer sa limite.

© L'ensemble Q est-il complet ? (on peut remarquer que la suite (u,), est a
valeur dans Q)

Réponse.

(3) (un)n est une suite dans Q convergente donc c'est une suite de Cauchy mais
sa limite n'appartient pas a Q. On conclut que Q n’est pas complet.




Fin

R




